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Pinchover-Rubinstein Exercise 5.7 (p.126)

Horvath Domonkos, Jozsa Gergely

Feladat

Adjuk meg a kovetkezd hdvezetési probléma megoldasat!

u, — kull, = Acosat O<z<1l,t>0,keR"
u,(0,t) = ul(1,t) = 0 t>0
u(z,0) = 1+ cos® mx 0<zx<1

Megoldas

1. A keresett fliggvényt el6szor felbontjuk homogén és inhomogén részre, vagyis u = v+ w alakd megoldés

utan kutatunk. A kezdeti feltételt osszuk el a kovetkezSképp:

v(x,0) = 1+ cos®mx
w(z,0) = 0

. Homogén megoldas

Tekintsiik a problémat valamivel altalanosabban:

vy — kv, = 0 0<z<L,t>0,keR
vh(0,t) = v.(L,t) = 0 t>0
v(z,0) = f(z) 0<z<L

A feladatot a valtozok szétvalasztasanak mddszerével probaljuk megoldani. Feltételezziik, hogy a széban
forgd kétvaltozds fliggvény eléall két egyvaltozos fliggvény szorzataként:

v(z,t) = X(z) - T(t)
Ekkor a parcidlis derivaltak:
v = T'X
UH — TXI/

rxr
Visszahelyettesitve az eredeti egyenletbe, atrendezve, majd bevezetve a szeparaciés konstans fogalmét:

v — kv, =T'X —kTX" =0

T'X = kTX"
T/ X//
SR
KT~ X

A fenti egyenlet egy kdzonséges differencidlegyenlet-rendszerre esik szét, amelyben a kapcsolatot A tartja
fenn:

T'(t) —kXT'(t) t>0 (1)
X"(z) = —AX(2) 0O<z<L (2)



(2) Foglalkozzunk eldszor az utébbi, a mésodrendii differencidlegyenlettel. A probléma nemtrividlis
megoldédsa az tGn. sajatfiiggvény, A\ sajatértékkel. A megoldds alakja a sajatértéktél fiigg. Sziikségiink
lesz a derivaltra vonatkozé peremfeltételekre, amelyek az eredeti PDE peremfeltételeibdl kaphatok meg:

vl (0,t) = T(t)- X'(0)=0
vi(L,it) = T(t)- X'(L)=0
Mivel nemtrividlis megoldast keresiink (v(x,t) = X (x) - T(t) # 0), ezért T'(t) # 0 Vt-re, igy
X'(0)=X"(L)=0
a) Negativ sajétérték (A < 0) esetén a megoldds:
X(z) = aeV A 4 BeVAr 4 BeR
Amely megfelel6 dtalakitassal:
X (z) = acosh(v—Az) + Bsinh vV—\z
A derivaltra vonatkozé peremfeltételekbél adédéan azonban

X'(0) = @cosh(0)vV=X + Bsinh(0)v—X = 0 —
X'(L) = acosh(vV=AL)V=X=0 —

Y
Il

jol}
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Mivel igy X (z) = 0 lenne Vz-re, ezért A £ 0.
b) Nulla sajétérték (A = 0) esetén a sajatfiggvény X (x) = o + Sz alak, és hasonléan

X'(L) = BL=0 — B =0

Tehat ennél a sajatértéknél a megoldds mindenhol konstans értéket venne fel (X (z) = «). Ez
azonban ellentmond a PDE kezdeti feltételének, igy A # 0.

c) Porzitiv sajatértéknél (A > 0) a megoldés:

X (z) = acos(VAz) + Bsin(VAz)

X'(0) —asin(0)VA + Beos(0)VA =0 — B =0
X'(L) = —asin(VAL)VA=0 — sin(VAL) = 0

A kapott 6sszefiiggés kovetkeztében VAL = nm (n = 1,2,...), igy a keresett sajatérték és sajatfiiggvény:
A= (%)2 ’ X(l') :OCCOS(\/XQZ) :OéCOS(LZI)

Ilyen médon a feladatnak sajatfiiggvények egy végtelen lancolata is eleget tesz:

Xn(2) =ay, COS(?) ,n=12 ..

(1) Megoldva az elsérendii differencidlegyenletet azt kapjuk, hogy
T(t) = Be ™M
To(t) = Be )t n=1,2 ..
A homogén megoldés a két fliggvény szorzata:

vp(x,t) = Xp(z) - Tp(t) = an cos(?) -ﬁne_k(%)%



Felhasznalva a szuperpozicié elvét, igaz lesz, hogy

N
v(z,t) = ZBnCOS(?)e*’“(%)275
n=0
al nwx
— B e
) = 3 Bueos")

ahol értelemszertien By jeloli a konstans tagot. fgy ha a kezdeti feltétel alakja

N
f(a) = ;Bncosﬂf”) :

akkor ebbdl konnyedén meghatarozhatdk a B, egyiitthatok, és a homogén megoldas Osszerakhaté.

Visszakanyarodva az eredeti h6vezetési feladathoz, ”szerencsére” ott éppen ilyen forman van a kezdeti
feltétel megadva, hiszen

1 1 1
flz)=1+cos’mx =1+ 3 + 3 cos(2mx) = g + 3 cos(2mx) |

és innen a megoldédsban szerepld koefficiensek:

By =

[\SI[98)

By =

1
2
A homogén megoldés tehat:

3 1
v(z,t) = 3 + B cos(27r:c)ef4k”2t

Abrzizolais, fizikai interpretdcié: A (Neumann tipusi) peremfeltételek a rendszer zartsigét fejezik ki.
A kiinduldsi hémérsékleteloszlas (kezdeti feltétel) exponencidlis lecsengését a k hévezetési egylitthatd
hatdrozza meg, amely a vezet6 kozeg minéségétél figg. Igy a hémérséklet idével egyenletesen oszlik

el, az elszigeteltség és a bels6 hétermelés hidnyanak koévetkeztében aszimptotikusan tart a kezdeti
fOL f(m)dx)
o).

atlagh6mérséklethez (

1. dbra. Homogén megoldas k = 2, A =1, a = § paraméterekkel

Megjegyzés: A kezdeti feltétel fentebb leirt (kedvezd) eléallitdsa nem mindig valésithaté meg. Altalanos
fiiggvény esetén (pl. f(z) = z,0 < x < L) felmeriil a kérdés, hogy miként lehetne a problémét orvosolni.
Fourier 6tlete nyomdan tudjuk, hogy tetszoleges, a peremfeltételeket kielégité f fiiggvény elballithaté a
sajatfiiggvények végtelen linedris kombinaciéjaként, azaz

fa) = iff cos(“-)



Ezt a reprezentaciét nevezik altalanositott Fourier-sorfejtésnek. Ebben az esetben értelmezziik az
altalanositott szuperpozicié elvét is, ha a sor egyenletesen konvergens a megoldéds értelmezési tar-
toméanyan. Ilyenkor a formalis felirds:

v(w,t) = Z B, cos(—nzx Je k)
n=0

Az egylitthatdk kiszdmoldsdra vonatkozd Osszefliggés (levezetése a konyvbelihez hasonléan végezhetd):
nwx

9 (L
B, = Z/o COS(T)f(l‘)dCE

. Inhomogén megoldas

A PDE jobb oldalan szerepld tag egyvéltozds, {gy az inhomogén rész megoldédsét w(z,t) = w(t) alakban
keressiik. A eredeti egyenletbe helyettesitve:

d
wi(z,t) — kwl (z,t) = aw(t) = Acosat
Innen a keresett fiiggvény (az inhomogén kezdeti feltétel figyelembevételével):
A
t) = —si t
w(t) - sin(at)

. Végs6 megoldas

A levezetés elején ismertetett modszer szerint Osszeillesztjiik a két fliggvényt:

3 1 2, A
u(x,t) = 3 + 3 cos(2mz)e FTt 4 - sin(at)

Abrézolds: A homogén megolddsnal hasznalt paraméterekkel. A kezdeti héeloszlas kisimuldsa utan a
rendszer felveszi a belsé héingadozas okozta kényszerrezgést.

2. abra. Hoévezetési feladat megoldasa

1. Megjegyzés: A hé&vezetési egyenlet a parabolikus PDE-k sordba tartozik, igy a hullimegyenletnél
latottakkal ellentétben a kezdeti feltételben talalhaté szingularitdsok nem gytirtiznek tovabb, hanem
azonnal elsimulnak.

2. Megjegyzés: Magasabb dimenzidéban, homogén esetben az egyenlet u; — kAu = 0 alaki. Egyensulyi
helyzetben (u; — 0) a kifejezés Laplace-egyenletté egyszeriisodik, a hémérsékleti mezd tehdt har-
monikus lesz. Inhomogén esetben a PDE ilyenkor Poisson-egyenletté alakul, amely a térrész allanddsult
allapotbeli hoeloszlasat reprezentalja.



